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АНАЛИЗ ЯВНЫХ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ

РЕШЕНИЯ СТОХАСТИЧЕСКИХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Рассматриваются основные принципы построения численных методов решения стохастических дифференциальных уравнений (СДУ). Анализируется проблема жесткости систем СДУ. Для одномерного СДУ Ито сравнивается точность аппроксимации существующих явных численных методов.

1. Введение

Анализ и синтез стохастических динамических систем часто связан с использованием численного решения СДУ. Для ряда задач таких, как фильтрация, идентификация, прогнозирование и оптимальное управление, интегрирование численного решения СДУ должно выполняться в реальном времени и, кроме того, с определенной точностью и устойчивостью. В связи с этим возникает ряд проблем. С одной стороны, очень не многие СДУ имеют аналитические решения (в основном это – линейные СДУ с аддитивным или мультипликативным шумом или нелинейные СДУ, сводимые к линейным [1]), а с другой – физические особенности реальных динамических систем [2] приводят к проявлению жесткости, что неудовлетворительно влияет на получаемое численное решение. Поэтому особо важным этапов при проектировании стохастической динамической системы является выбор схемы численного решения СДУ.

2. Принципы построения численных методов решения

стохастических дифференциальных уравнений
В настоящее время существует несколько подходов создания численных схем решения СДУ. Одной из возможностей является адаптация существующих для обыкновенных дифференциальных схем (ОДУ) схем с учетом свойств стохастических интегралов, другой – разработка специальных методов решения СДУ [3]. Большинство исследователей использует первый подход, поскольку теория численного решения ОДУ хорошо разработана и достаточно легко можно провести аналогии между ОДУ и СДУ. 

Самым простым методом аппроксимации численного решения СДУ (с вычислительной точки зрения) является метод Эйлера, разработанный Маруямой в 1955г [3]. Эта схема удовлетворяет многим необходимым свойствам, предъявляемым к численным методам (она имеет порядок сходимости 
[image: image1.wmf]0.5

), но в тоже время обладает рядом ограничений (не всегда устойчива, ошибка аппроксимации достаточно высока и т.п.). Для устранения этих недостатков, а также повышения порядка сходимости численных схем решения СДУ были проведены и до сих пор ведутся исследования, направления которых можно представить в виде схемы (см. рис. 1).

По аналогии с разработкой схем численного решения ОДУ для повышения порядка сходимости, точности аппроксимации и устойчивости можно использовать разложение в ряд в точке аппроксимации, т.е. использования производных различных порядков, как переменной, так и коэффициентов дрейфа и диффузии. В литературе этот подход получил название метода Тейлора [3]. Однако недостатком схем Тейлора является то, что на каждом шаге аппроксимации требуется вычислять кратные стохастические интегралы, связанные с вышеуказанными производными. Для того, чтобы избежать вычислительные трудности можно использовать многократное деление шага аппроксимации (методы Рунге-Кутта [4]) или результаты аппроксимации предыдущих шагов (многошаговые методы [5 – 7]).

Как обыкновенные, так и стохастические системы дифференциальных уравнений, описывающие многие физические, биологические или экономические явления, при компьютерном моделировании с использованием обычных численных схем демонстрируют «нежелательное» поведение и могут быть отнесены к классу некорректных задач. В большинстве случаев под «нежелательным» поведением понимается очень высокая нестабильность численного решения, связанная с так называемым явлением жесткости. Существует несколько возможных объяснений этого явления.

Первая причина ассоциируется с техническими возможностями компьютера. Так для достижения желаемой точности можно применить многократное деление шага интегрирования. С одной стороны, это приводит к накоплению ошибки округления, и как следствие, возникает переполнение регистров компьютера. С другой стороны использование очень малых значений шага интегрирования требует огромных ресурсов времени и также приводит к накоплению ошибки округления. Вторая причина связана с физической стороной рассматриваемой системы. Это означает, что система описывает процессы различных скоростей или градиентов (прежде всего это характерно для некорректных задач).  Такое явление обычно выступает в задачах пограничного слоя (гидродинамика), скин-эффекта (электромагнетизм),  реакции химической кинетики и т.п. Наконец, жесткость может быть вызвана обеими причинами. Поэтому при разработке стабильных численных методов требуется учитывать вышеуказанные ситуации.  

Анализ современной литературы показал, что создание численных методов решения жестких систем в большинстве случаев основано на идеях, представленных Хайрером и Ваннером [8]. В своей работе они постулировали, что жесткие системы не могут быть решены явными методами, и представили подходы, основанные только на использовании неявных методов. Однако следует отметить, что непосредственное применение этих методов всегда связано с крайне сложной процедурой определения параметров схемы, основанной на заранее выделенной области устойчивости только для рассматриваемой системы. Это обстоятельство делает предложенные подходы не приемлемыми для большинства вышеуказанных приложений, но позволяет выделить два важных математических свойства жесткости. Во-первых, все жесткие системы обладают очень широким спектром (или присутствием очень разных экспонент Ляпунова). Во-вторых, согласно теореме единственности и существования решения, для жестких систем характерны большие значения константы Липшица.

Итак, анализ принципов создания численных схем решения СДУ показал необходимость тщательного исследования существующих и, возможно, поиска новых методов, при решении конкретных задач. 

3. Явные сильные численные схемы

Запишем СДУ в представлении Ито в общем виде
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где 
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-мерный вектор состояния системы с начальным условиями 
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 - непрерывно дважды дифференцируемые функции дрейфа и диффузии; 
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мерный вектор параметров.

Получение сильного решения СДУ (3.1) является важным моментом во многих практических задачах, целью работы является сравнительный анализ существующих сильных явных численных методов решения СДУ. 

Рассмотрим наиболее распространенный в финансовой литературе случай [9, 10] – случай одномерного уравнения (3.1), используя схемы: Эйлера, Мильштейна, Тейлора, Рунге-Кутта и двухшаговую [3]. В одномерном случае схема Эйлера имеет вид:
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где 
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Схема Мильштейна, обладающая порядком сильной сходимости 
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, представляется как 
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схема Тейлора порядка 
[image: image21.wmf]1.5
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а двухшаговая схема порядка 
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где


[image: image25.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

{

}

2

1

2

nnnnnnnnnn

VbYWaYbYbYbYWZ

æö

¢¢¢

=D++DD-D+

ç÷

èø



[image: image26.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

{

}

2

1

2

nnnnnnn

aYbYZbYbYW

¢¢

+D+D-D



[image: image27.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

11

,

23

nnnnnn

bYbYbYWW

ìü

¢

¢

+D-DD

íý

îþ


Схема Рунге-Кутта, где порядок сходимости 
[image: image28.wmf]2.0
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,  может быть задана как
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где 
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4. Сравнение схем по критерию абсолютной ошибки

Оценка качества аппроксимации той или иной численной схемы обычно связана с главной целью проводимого исследования или интерпретацией получаемого решения. Поскольку решение СДУ может быть решением в сильном или слабом смысле, то введение критерия качества аппроксимации должно учитывать этот факт. В работе рассматривается случай сильного решения СДУ, поэтому в такого критерия можно использовать критерий «абсолютной ошибки» или математическое ожидание абсолютного значения меры близости между результатом аппроксимации 
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 на конце интервала интегрирования 
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где 
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 - оператор математического ожидания.

Заменим теоретическое значение критерия «абсолютной ошибки» (4.1) его статистическим аналогом, основываясь на моделировании Монте-Карло. Для этого предположим, что имеются по 
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 траекторий аналитического и численного решения процесса, описываемого СДУ, на конце интервала интегрирования 
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Сравним вышеописанные схемы по критерию абсолютной ошибки. В качестве первого тестового примера исследуем линейное СДУ с постоянными однородными коэффициентами
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аналитическое решение которого имеет вид


[image: image46.wmf]2

0

1

exp

2

tt

YYabtbW

æö

æö

=-+

ç÷

ç÷

èø

èø

%%

.

Вторым тестовым примером является нелинейное СДУ Ито вида
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с дифференцируемой функцией 
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В частности, для уравнения 
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аналитическое решение есть
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Выполним вычислительные эксперименты с использованием компьютера типа IBM PC с процессором AMD Athlon (TM) XP 3000+ для тестовых уравнений (4.3) и (4.4), используя численные схемы (3.2) – (3.6) и исследуя зависимость между длиной шага интегрирования 
[image: image53.wmf]D

, количеством траекторий 
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 и точностью аппроксимации (4.2). Результаты вычислений приведены в таблицах 1 – 3, проанализируем их, используя усредняющий критерий (4.2). 

Для первого и второго тестовых уравнений (см. табл.1 и табл.2) при уменьшении длины шага интегрирования и увеличении порядка сходимости численной схемы возрастает точность аппроксимации для всех исследуемых численных схем. 

Однако этого нельзя утверждать в третьем случае, который представлял жесткое СДУ [11] (см. табл.3). Удалось рассчитать значение абсолютной ошибки для всех комбинаций длины шага интегрирования и количества траекторий только для схемы Эйлера и двухшаговой схемы. 

Таблица 1. Точность аппроксимации численного решения уравнения (4.3) (
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	Эйлера
	0.2131
	0.4025
	0.2903
	0.0239
	0.2540
	0.0228
	0.0051

	Мильштейна
	0.0368
	0.0976
	0.7012
	0.0658
	0.0201
	0.0201
	0.0055

	Тейлора
	0.1513
	0.3566
	1.1820
	0.0282
	0.0749
	0.0125
	0.0007

	двухшаговая
	0.2131
	0.0486
	0.0846
	0.0117
	0.0056
	0.0001
	0.0015

	Рунге-Кутта
	0.0906
	0.0296
	0.0039
	0.0015
	0.0043
	0.0010
	0.0001

	
[image: image68.wmf]10

N

=



	Эйлера
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	0.3476
	0.1705
	0.0899

	Мильштейна
	0.2039
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	0.1000
	0.1050
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	0.0273
	0.0123

	Тейлора
	0.1446
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	1.1038
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	0.0123

	двухшаговая
	0.1917
	0.2896
	0.0527
	0.0499
	0.0987
	0.0079
	0.0036

	Рунге-Кутта
	0.0768
	0.0709
	0.0326
	0.0181
	0.0114
	0.0026
	0.0006
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Для схем Мильштейна, Тейлора и Рунге-Кутта при 
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 значения абсолютной ошибки было гораздо выше, чем для схемы Эйлера или двухшаговой схемы, а при уменьшении длины шага интегрирования (
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) происходило переполнение регистров, что приводило к невозможности проведения дальнейших вычислений. 

Таким образом, можно отметить, что в отличии от ОДУ, при численном интегрировании решения жестких СДУ следует использовать «простые» явные методы решения, т.е. избегать методов, использующих многократного деления шага аппроксимации или производных функций дрейфа и диффузии. В случае потребности численного решения СДУ в таких задачах, как фильтрация или  идентификация параметров СДУ с использованием процедуры Монте-Карло [12 – 13], предпочтительной длиной шага является 
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Таблица 2. Точность аппроксимации численного решения уравнения (4.4) (
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Таблица 3.
Точность аппроксимации численного решения уравнения
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Рис. 1. Методы и направления преобразования схемы Эйлера
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